Quelques probléme classiques sur les intégrales

30 septembre 2018

1 Calculs

1.1

Soient P et @ deux polyndmes réels premiers entre eux, n > 2, avec deg P =
n — 2 et deg@ = n, @ possédant n racines réelles distinctes z ..., zy stric-
tement négatives. Montrer que

+o0 P
/0 Z —)— 109(—37:

1.2
Soit (‘m,a) € N x R ; on note

+o0 dz
L =
m(@) /0 (z? 4 2az + 1)m+1

a) Décrire I'ensemble des valeurs de a pour les quelles I'intégrale converge.

On suppose désormais a €] —1,1].

b) Calculer Lg(a).
¢) Prouver que Ly, vérifie la relation de récurrence

2m -1 a y/
Lo(a)=—""" 1 .(a)——2 |
m(@ om(l—a?) " 1(e) 2m(1l — a?)

d) Montrer que Ly,(a) peut s’écrire sous la forme

Ry (a) N T m, B Y
@0 @ 0 IE -

ou R, € Q[X], 8= arctg(\/l—“_—a—z), o et B sont dans Q.

Lip(a) =




f

2 Intégrales simples

2.1 Inégalité de Young

Soit f € C(R*,R), strictement croissante tendant vers 400 en +oo et telle

que f(0) =

—> a) Montrer que, pour tout z € R¥, S+ fof(m) ft=zf(z).

/

b) Montrer que, pour tout (a,b) € R¥, foa f+ fob f~1 > ab. Etudier le cas
d’égalité.
c) Solent & >0,y >, p>1,g= 7—,1_’—1 montrer que :

— 2y < aP/p+yl/q, ay < zlnz 4 VL
——

2.2  Inégalité de Hilbert

Soit P € R[X], P(X) =) p_oarX

a) Montrer que f+ P%( )d’c = —sz P2(e%)etdo.
b) En déduire que ) gy 1<p 1T ST D pe Oak

2.3 Inégalité de Wirtinger

Soit f une application de [0, 1] dans R de classe C* telle que £(0) = f(1) = 0.

a) Convergence de I} = fol F@)f'(t)cotgntdt et In = 01 tﬁt)_t(l-i-tan 7t)dt.
Relation entre [; et Is.
b) Montrer que : fol f!(z)%dz > =? fOl f(z)2dz. Cas d’égalité?

—_—
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3 Intégrales généralisees

3.1 Inégalité de Hardy
Soit f € L2(R™*). On définit I'opérateur de Hardy par :

1 T
Yy
TJo
z + F(z) = [y f est, par continuité de f, dérivable en 0, et F/(0) = 0; donc
G a un prolongement continu en 0, puisque :

F(z) — F(0)
Gz)=—"F—=
(z) P
(i) Montrer qu’en +00 on a F(z) = o(y/(z)). 1l en résulte que G — 0 en

+o00.
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(i) (Inégalité de Hardy) Montrer que G € L*(R*) avec :

+0o0 +0o0
G*(x)dz < 4 F(z)dz
0 0

3.2 Inégalité de Hermann Weyl)
Soit f € C}(R*,R) telle que :
t — tf2(t) est intégrable sur R*

t — tf"(t) est intégrable sur Rt

Montrer que f est de carré intégrable et qu'on a la majoration :

+o0 +c0 +oo
| f“SQ\//O tfza)dt\//o EFR ()t

3.3 Inégalité de Gauss

Soit f une fonction décroissante positive sur R* de limite nulle en +o00. On
dispose de a > 0 tel que t — ¢ f(t) soit intégrable. Montrer que, pour tout

>0, [ f(1)dt < (ps)” Jo 1 ()t

3.4

Soit (a,b) € R? avec 0 < b < a et E l'ensemble des f € C(RT,R™)
décroissantes telles que f > f(t)t*dt convelge Montrer qu’il existe K € R
tel que Vf € B, (f" f(t)tﬂ+bdt>2<f<(1 FyEedt)(for f(@)de).

Montrer que la meilleure constante K possible est (15—:_")%3@




3.5 Inégalité de Young

a) Soit n € N*. On posc z; = 2 k=0,...,n, g = [(rg); comme f est
uniformément continue sur le compact [0,,1], 10 module de la subdivision de
(0, f(x)] donnée par les y; tend vers 0 et done Ty, = Zﬁ;(l,(ykﬂ —ye) flye) =
ﬁf;é(yk.u yr)Tk tend vers f(f(x ~L(t)dt.

Comme S, = 37~ é(rHl — &) yk+1 tend vers [0 t)dt, la sommeS; + Ty

tend vers le nombre cherché fo [+ fn /@) [~V or Sy+tn = 2, f(xn)—0f(0) =
xf(z) et le tour est joud.

b) On étudie, & b fixé, la fonction ¢ : @ — b — foxf de dérivée b — f(x)
négative avant f1(b) et positive apros. Ln fonction ¢ tht(,iIlf donc son mi-
nimum en f~1(b) qui vaut bf~1(b) — [0 ‘o) f= fo d’apres le a) ; donc
o(a) > f(;’ f~! comme voulu.

¢) 11 suffit de choisir de bonnes fonctions. Pour la premiére inégalité c’est
f(z) = xP~ 1, pour la deuxitme f(x) = In(1 + z) parait-il...

3.6 Inégalité de Hilbert

a) On n'a pas droit aux changement de variable complexe (qui ne de-
viennent cohérents (u'avee la théorie des intégrales de chemin). En fait, le
résultat a démontrer vaut pour tout polynéme @, le carré est intempestif :
si Q(X) = X7, [! adw = —i [ el*Dtdt, et 'on conclut par combinaison
linéaire!

b) Un calcul direct donne
ara)
z)dr = E arae™tt = E S
/ 0 e E+1+1
0<k,l<n 0<kt<n

Or [} PA(t)dt < [1, P2(t)dt et

1 1 T o 0 o
f P3(t)dt = / P (—t)dt = —i / PY(—et)etdt =i / P (et)ettdt
—1 J—1 0 -

et de ce fait

1 T
arat . 2 ity|2 ‘ Z 2
§ — = <9 P (H)dt < P(é dt = 2n 1.
k+1+1 "~ _/4 (8)e —./ PE) 7_;\-:onlak|

0<kl<n -

3.7 Inégalité de Wirtinger

Un développement, limité montre que les deux intégrales sont faussement
impropres en 0 et en 1.




Par intégration par parties :

L (), La(1 + tan® 7a)
Il = _
2 [tan T o+ 2 /0 tan’® 7z
c’est-d-dire I} = 51a.
b) Posons Jy = [ f2(2)dx, J; = Jo PAx)de et J = IN tf:n@ dz. 1inégalité

de Cauchy-Scharz dppllquoc aJy (lonno I? < Ji. Comme Iy = J + Jo il
vient, :

1%:-13:%[((J Ja)? + 4 Jy] > 72,

(i) Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, :

bo=(e)

Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que :
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De la il résulte que, pour = > A, & nouveau par Cauchy-Schwarz :

[ i< v

Résumons; pour z > A :

' s—\/l—E'/OAIst\/‘”_fs %/U'Alflﬁ

Il existe en plus A- > A tel que :

1

1 A
Vo> A, —/ fl <2e
7y |

Et alors :
1

UL

Vr > A., < 2s

T

(ii) On se donne deux nombres 0 < & < A, il vient aprés une intégration
par parties :

/4 G? = /4 é—F"’(z)dt = [—%Fz(t)]j +2 /j%ﬂt)dt

=G(t)




L’inégalité de Schwarz donne :

[ G f(t)dl < (/4 Gz(t)ri{)% (/4 f?(c)dt)

Il en résulte que :

/: G2(t)dt < — Fi(lA) + ng(s) +2 (]1 fz)% (/l GQ)

Les deux premiers termes tendent vers 0 lorsque € — 0t et A — +oc. On

a done : . \
[onss([) ([€)

En élevant au carré, on peut simplifier, et correctement faire tendre A4
vers 400, ce qui prouve que G € L*(R*) avec :

1
2

el—

+oc Y +0o0 5
G*<4 f?
0 0

La fonction f est trivialement dans L*(R*) car :
S WRORSIR0

On part alors de lintégrale fOA ¢f(t)f'(t)dtque I'on majore pour obtenir :

A A A A
Atﬁﬁ%ﬂsllﬁﬂmNWMWsdﬁtﬂmJZtWMﬂ

De 12 il suit que la fonction ¢t — ¢ f(t)f'(t) est intégrale su RT et:

+co +o0
S\[fo tf—(t)clt\/z tf2(t)dt

+00
f LR F ()l

0

On peut en outre effectuer une intégration par sartie (sur [0; A] d’abord
I 5

qui donne :

f‘ ’ _ 1 ‘2 A 'l- a" 2
[(uwro=[gro| —5 [ roa
—LAF()

Les deux intégrales étant convergentes, il vient :

AfY(A) — LER

A—+0c

6




Or, nécessairement, [, = 0, sinon fz(}l)

~ Ao %. qui n'est pas intégrable.
Done :

oo , 1 [+ )
/U l.f(t)f(t):—g'/o [ (0t

Enfin, on obtient bien Pinégalité demandée -

1 +00

" +0o0 ) +oo
3 ) o)t < A z,f—(t)\/‘/o L2 ()t

Solution. Liinégalité dépend linéairement, de [+ a condition de prendre des
coeflicients positifs. On va donc regarder des cas simples, puis les étendre par
combinaison. Supposons tout d'abord que f soit une fonction caractéristique
\X[0,4) et que @ < A (sinon...) inégalité & démontrer s'éerit alors :

a Aa+1
A-zg(—2 _jufatl
(a+1)2’ a+1
or la fonction ¢ définie sur [0, 4] par & — 2%(A - 2) atteint sur [0, A] son
. . a1 . . o s
Imaximum en 5‘% ou clle vaut, ((‘1'\;1))"‘;—47, ce qui est le résultat souhaité.

Supposons ensuite que g soit a support compact [0, A]. La preuve usuelle de
la densité des fonctions en escalier parmi les fonctions CPM sur [0, 4] donne
une suite de combinaisons linéaires i coeflicients positifs de fonctions de la
forme Xjo.p): & < A, qui converge uniformément vers Jsur [0, A] (dessin, ¢’est
un excellent exercice que de détailler ce résultat)

. Les fonctions ayant leurs
supports dans un compact fixe, lI'inégalité passe

a la limite.

Enfin dans le cas général, on remplace f p

ar f X[0,4] et ‘on passe A la limite
lorsque A tend vers +o00 grice

au théoreme de convergence de dominée.
Solution. K = 1 convient par l'inégalité de Schwarz: |
pénible :

Pour 0 < ¢ < a, la fonction ¢ — — 21 f(t) est intégr,
par partie donne

y A A
/ 4—tQC“ f'(#)dt = —£2H f(6)]3'+ (2c+1) / £ f(t) < (20+1) / £ £(t)dt
JO 0

0

a suite est plus

able, car une intégration

le membre de droite ‘['0+°° 1% f(t)dt couverge. On obtient de plus que f(z)z?e+l

" . 3 . 9
admet une limite en 400, limite forcément nulle, sans quoi f(t)t=
intégrable. Il vient donc

-~ +00 5
/ _t2c+lf/(t)dt = (QC + 1)/ t-cf(t)dt‘
f 0

)

n'est pas

Prenons ¢ = (a + b)/2. lapplication de Iinégalit¢ de Schwarz a l'intégrale
de gauche

oC o] +oc
/+ _t’lc+lf/(t)dt < /+ (-—f’([))t2a+l(lt. / t2b+1(—fl(t))dt
40) JA)

0

=l




deux nouvelles intégrations par parties montrent que le produit des intégrales
de droite est

+20 o +o0 2%
(2a + 1)(20 + 1)( FOde)( f()t=dt)
Jo Jo
AQT
Foptimalité vient en considérant une suite de fonctions lisses qui converge
vers la fonction caractéristique de [0, 1].




